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Exercice 1 A
3
1. La fonction est définie dans R car h‘_;z et % sont dans [—1,1]. En effet :
1 —z? —222 1 — 22 2
———1=——-<0 ———+1=——-2>0
1+ 22 1422~ 1+x2+ 1+22 —
2z (1—2)? (1+ )2
—1=——+<0 ——+1>0
1422 1+22 — 1+ 22 Tz
2. a. On utilise les formules de cours
arccos(—u) = m — arccos u arcsin(—u) = — arcsinu -1
b. En combinant les relations précédentes, on obtient F1G. 1: Graphe de arccos (ﬁiz) + arcsin (13_22>
1 1—2? . 2z
f(=) = arccos 1y + arcsin 1.2 )
x T x .
N ) = () + flea) =7 Exercice 2
—x . T x
f(=z) = arccos 1+ 22 +aresin (_ 1+ x2) 1. a. Prenons y = 0 dans la relation fonctionnelle. On obtient, pour tous les réels z,
3. On reconnait les formules donnant le sin et le cos en fonction des tan de la moitié. On 2f (x) = 2f(x) £(0)

a donc, pour x = tanf :
Comme f n’est pas la fonction nulle, il existe un z tel que f(z) # 0. Pour un tel
= sin(20) x, on peut simplifier par f(x) et obtenir f(0) = 1.

Prenons x = 0 dans la relation fonctionnelle. On obtient, pour tous les réels y,

fy) + f(—y) =2f(0)f(y)

1— 22 2x
I 20 et
1+ 22 cos(20) 1+ 22

4. On pose 6 = arctanz et on exprime f(z) dans quatre cas selon le tableau suivant :

* | =00l [=1,0] 10,11 [1, +ool d’ou l'on tire f(y) = f(—y) pour tous les y car f(0) = 1. La fonction f est donc
0 -5-3 |30 0.3 | G paire.
- - - - b. Pour tous les réels y, les fonctions
20 ] _777_5] [_550] [075] [faﬂ-[
arccos(cos(26)) —26 —26 20 20 z o flaty)+ flz—y) et 2 = 2f(2)f(y)
arcsin(sin(26)) —r—90 20 2 _ 929 sont dérivables et égales. Leurs dérivées sont donc égales :
f(z) —7 — 4arctanx 0 4 arctan x T V(z,y) €R*: 'z +y) + f'(a —y) = 2f () f(y)

On en déduit le graphe de f (figure ?7). On aurait pu se limiter aux deux intervalles Pour tous les réels y, les fonctions

dans R et obtenir les autres expressions avec le résultat de 2.b.

z— flxt+y)+ flx—y) etz —2f(x)f(y)
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sont dérivables et égales. Leurs dérivées sont donc égales :

V(z,y) e R*: f"(x+y) + [ (x —y) =2f"(2) f(y)

Reprenons le méme raisonnement mais en considérant et en dérivant cette fois les
fonctions de y. On obtient successivement, :

fla+y) = flz—y) =2f(x)f (y)
'@ +y)+ "z —y) =2f(x) f"(y)

On en déduit la formule demandée.

c. Pour tout réel y tel que f(y) # 0, la fonction f est solution de I’équation diffé-
rentielle & coefficients constants d’inconnue z

fw)" = f'(y)z=
En particulier, on sait que f(0) =1, f est donc solution de
- Xz=0

avec \ complexe tel que f”(0) = A\2. On connait les solutions d'une telle équation
différentielle. Supposons d’abord A # 0. 11 existe alors des complexes A et B tels
que

Vo € R: f(x) = Ae’ + Be™

car A et —\ sont les deux racines de 1’équation caractéristique.
De f(0) =1 on tire A+ B = 1. Comme f est paire, f’ est impaire donc f/(0) =0
d’ou on tire A = B = . On obtient bien :

1

Ve eR: f(x) = 5 (M + e )

Est-il possible que A soit nul 7 Cela revient & f”(0) = 0 et f est alors solution de.
2'=0
11 existe donc des complexes A et B tels que
Ve eR: f(x) =Ax+ B

De f(0) =1 on tire B =1 et de la parité de f on tire A = 0. La fonction f est
donc constante de valeur 1. Cette fonction est encore une somme d’exponentielles
avec A = 0.

Cette création est mise a disposition selon le Contrat
Paternité-Partage des Conditions Initiales & 1'Identique 2.0 France
disponible en ligne http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/fr/

2. a. On suppose ici

Vz e R: f(z) = = (¥ + €M)

N | =

alors :

2f

l\DM—I

(A<x+y 4 MEmy) | AMaty) | M y))
1
"2

1
A(z+y) AM—z—y) Az—y) A—z+y)
(A A ) g (A M)
=fl@+y) + flz—y)

b. Les seules fonctions deux fois dérivables & valeurs réelles qui vérifient la relation
sont :
— la fonction constante égale a 1
— les fonctions t — cos At avec A réel.
— la fonction ¢ — ch At avec A réel.
En effet notons a = Re A et b = Im A et étudions dans quel cas les fonctions de la
question 2. sont & valeurs réelles :

Az + 67)\95 — BXI + 67)\:1:

PN e)@ _ eXm — e—Xz _ e—)\x PN eXm (e()\—X)m _ 1) — e—)\m (e()\—X)m _ 1)
PN (e(A—X)a: _ 1) eXa: _ e—)w) —0<oe -z (e(A—X)I _ 1) (e()\+X)I _ 1) -0
-z (eZibx _ 1) (eZaac _ 1) -0

ceci ne peut se produire, pour tous les x, que si a ou b est nul c’est & dire A réel
ou imaginaire pur.

e

Exercice 3

1. Les solutions de I’équation caractéristique sont iv/2 et —iy/2. Les solutions de 1’équation
sans second membre sont les fonctions

t — Acos V2t + pusin v2t

ot A et u sont des réels quelconques. Comme 1 n’est pas racine de ’équation caracté-
ristique, on cherche une solution particuliére de ’équation compléte sous la forme

t — (at +b)e
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2 4
Aprés calculs, on trouve a = 3 et b= —9 Les solutions sont donc les fonctions
. 2. 4,
t — Acos V2t + psin V2t + (gt — §)e

2. a. Par hypothése, f; et g; sont des fonctions dérivables. Comme f{(t) = 2¢;(¢) la
fonction f] est dérivable donc f; est deux fois dérivable. En remplacant le g7 de
la deuxiéme équation par ’expression tirée de la premiére, on obtient que fi est
solution de I’équation différentielle traitée en question 1.

1
b. D’aprés les résultats de 1. et g1 = §f{’ on obtient :

2 4
f1(t) = Acos V2t + pusin V2t + (gt - §)et
A

1 1
g1(t) \/isin\/it—i—%cosﬂt—k(gt— §)et

3. En exprimant les conditions f;(0) = ¢1(0) = 0 pour les fonctions trouvées au dessus,
on obtient

)\:7 - -
9 # 9

ce qui assure 'unicité du couple cherché.
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