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Probléme.

1. L’ensemble F contient 1, il est clairement stable pour ’addition et la symétrisation.

Comme
(a+bV2)(a' +b'V2) = ad' + 200" + (ab’ + ba')V2

I’ensemble E est aussi stable pour la multiplication. Le seul point qui mérite d’étre
détaillé est la stabilité pour 'inversion.

Lorsque © = a + by/2 n’est pas nul, a®> — 2b% est un rationnel. Ce rationnel est non
nul car v/2 est irrationnel. L’inverse de x est bien dans F car il s’obtient & 1’aide de la
quantité conjuguée soit

7l = a4 + (_b) \/5

a? —2b2 " a2 -202 "
—_— Y
€Q €Q

2. a. Siun méme z € F admet deux écritures distinctes, il existe des nombres rationnels
a, b, ¢, d tels que

a+0v/2=0
a+bV2+cji+div2=0= car j n’est pas réel
c+dvV2=0
= “ car V2 est irrationnel
c=d=0

b. Les stabilités pour ’addition et la symétrisation sont évidentes. Pour la multipli-
cation, la stabilité résulte du calcul explicite du produit.

z=a+bW24ci+div2, ZF=d +VV2+j+d V2

22" = (ad’ + 2bb' — ¢’ — 2dd’) + (ab + ba’ — cd' — dc')V2

A(z,2")€Q B(z,2)€eQ
+(ac +2bd’ + ca’ — ec' + 2db' — 2dd')j+ (ad' + b — cd' + cb' + da’ — dc')jV2
C(z,2")eQ D(z,2")eQ

Le seul point délicat est encore la stabilité pour 'inversion. Il ne faut surtout pas
chercher & expliciter I'inverse d’un élément non nul quelconque

z=a+bV2+cj+cjV2eF.
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On va seulement montrer qu’il est dans F' en utilisant les stabilités déja a notre
disposition. Remarquons d’abord que F' contient F et Z car j = —1 — j. Ensuite

2 c d 2 3 2

- PR/ 2
|2|* = (a 4+ bV2 5 2\[) +4(c+d\[)
€E

(S

. 2 . . P
ceci montre que |z|” € E C F donc son inverse aussi. On conclut en écrivant

-1
= (\z|2> Z.

c. Le nombre & inverser se factorise ce qui facilite le calcul :

2=14+V2+i+jV2=01+V2)1+j) =—-(1+V2)]
=2l = —(-14+V2)j=j—jV2

3. On doit vérifier :
— Pour tout f et g dans G4(B), fog € Ga(B) c’est a dire :
~VYa€eA: fog(a) =a.
(b, ) € B2: fog(b+b) = fog(b)+ fog(t'), fog(bh') = fog(b)foglh)
— Pour tout f dans G 4(B), la bijection réciproque f~' € G4(B) c’est a dire :
~VaeA: ftog(a) =a.
SV € B2 f b4 Y) = F0) + ) £ 0) = £ (b) £
Toutes ces relations sont immédiates & partir des définitions sauf les derniéres pour
lesquelles la bijectivité est capitale

FUTEO) + f7H0) = F(F7H0) + f(F71(b)) car f est un morphisme
=b+V = f(fH(b+V)) par définition de la bijection réciproque
= [TH0) + fTHY) =

Le raisonnement est le méme pour le produit.

f~Y(b+ 1) par définition de la bijection réciproque

4. Comme f est un automorphisme qui laisse les rationnels invariants,
2
0=1(0) = F(v2?=2) = (f(v2)) -2
donc f(v/2) = £v/2. De méme 1+ f(j) + f(4)? = 0 donc f(5) € {4, 52} = {4, —1 —j}-
Lorsque f(v/2) et f(j) sont fixés, 'image d’un autre z = a + bv/2 4 ¢j + cjv/2 € F est

fixée avec

f(z) =a+bf(V2) +cf(j) + cf () f(V2)
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a cause des propriétés d’automorphisme de f. On en déduit que Gg(F') contient au

plus 4 éléments.

Vérifions que les quatre couples d’images possibles correspondent effectivement a des

automorphismes.

~ Cas V2 — /2, j — j. Cela correspond évidemment & un automorphisme : I’identité
de F. On le note id.

~ Cas V2 — /2, j — —1 — j. Cela correspond & un automorphisme : la restriction a
F de la conjugaison complexe. On le note c.

— Cas V2 — —/2, j — j. Définissons 'application ¢’ par

z=a+bV24ci+cjV2—d(2)=z2=a— b2+ cj+cjV2

Cette fonction conserve clairement ’addition mais ce n’est pas évident pour la mul-
tiplication. Cela résulte des formules de la question 1. Prendre I'image par ¢, c’est
remplacer b par —b et d par —d, on en déduit :

AW (). () =A(z. )

B(C/(Z)7c/(zl)) :_3(2721) (22 = () (2
). =Clez) ) TR
D((2).¢()) = - D(z.7)

— Cas V2 —» —/2, j — —1 — j. 1l est réalisé par co .
On en déduit donc finalement :

Go(F) = {id,c,c/,coc'}

Tout f de Gg(F') est un morphisme de F' qui laisse F invariant, il laisse donc Q
invariant donc Gg(F) C Gg(F'). Parmi les quatre éléments de Gg(F'), seuls id et ¢
laissent F invariant. On a donc :

Gp(F) = {id,c}.

Exercice.

1. Entre deux zéros consécutifs de f, on peut appliquer le théoréme de Rolle. On obtient

ainsi n—1 zéros pour f’. Ils sont distincts car ils appartiennent & des intervalles ouverts
disjoints. On applique encore n — 1 fois le théoréme de Rolle entre les zéros consécutifs
de f’ et on obtient n — 2 zéros distincts. On continue de méme, le nombre de zéros
diminuant de 1 & chaque dérivation.

Cette création est mise a disposition selon le Contrat
Paternité-Partage des Conditions Initiales & 1'Identique 2.0 France
disponible en ligne http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/fr/

. Pour chaque z € I'\ {ay,---

Pour £~V il ne reste plus que deux zéros et on applique une derniére fois le théoréme
de Rolle entre eux ce qui prouve Pexistence d’un zéro pour ™,

, ap }, considérons la fonction

JI—-R
Tt ) (- a) K — £
ou K, est un réel choisi pour que ¢;(z) = 0. On a donc :
f@)=(z—a1) (v —an) K,

La fonction ¢, est C*° comme f et s’annule n + 1 fois : en chacun des a; et en . On
peut donc lui appliquer le résultat de la question 1.

1l existe ¢, € I tel que (™ (c,) = 0. Or dans la dérivée d’ordre n de la partie polyno-
miale (de degré n) ne subsiste que le terme constant. On en tire

P (1) = nlK, — fU (1)
On déduit alors :

(e, ™) (¢,
o (ey) = 0= K, = fT(') = f(x) = (m—a1)...(x—an)fT(!)

| M, |
n!

= [f@)] <@ —a)--(z—an)

Cette inégalité est vraie pour tous les z autres que les ay, elle est aussi valable aux a;
puisque ce sont des zéros de f.

. On reconnait dans les L; de ’énoncé les polynéomes d’interpolation de Lagrange. On

vérifie immédiatement qu’ils sont tous de degré n — 1 avec

V6. 0) € (Lo n}, Tilag) = aiy =4 5007

i,j) € {1,---,n}, Li(a;) =0; ; = Y

J B I 0sii#j

Définissons un polynéme P par : P =" | f(a;)L;.

D’aprées les propriétés des polynomes d’interpolation signalées au début, ce polynéme
P est de degré inférieur ou égal a n — 1 et P(a;) = f(a;) pour tout j. En effet, le seul
i de la somme qui contribue réellement est ¢ = j car L;(a;) est nul pour les autres j.

D’autre part, sa contribution est exactement f(a;) car L;(a;) = 1.
Supposons qu’il existe un autre polyndéme @ vérifiant les mémes propriétés.
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Les polynomes P et () prennent les mémes valeurs aux a;. Le polynome P — () admet,
donc au moins n racines a savoir tous les a;. Or ce polynome est, par hypothése, de
degré inférieur ou égal a n — 1, il doit donc étre nul ce qui assure 'unicité.
L’application ¢ = f — P vérifie les hypothéses de la fonction f de la question 2 avec le
méme majorant M,, car la dérivée n-iéme de P est nulle. On obtient donc l'inégalité
demandée.
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