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Probléme 1

I. Généralités

1. L’ensemble X,, s’identifie aux fonctions de [1,n]? dans {0,1}, il est donc fini et de
cardinal

9(n?)

2. Exprimons le déterminant avec des permutations

|det(M)| = Z (o) H Mo(j)j| < Z le(o)] H Moy

oe6, J€[1,n] cEG, je[l,n]
Tous les facteurs sont entre 0 et 1 donc tous les n! termes de la somme sont plus petits
que 1 d’ou |det(M)| < 1.

3. Soient A et B dans ), et A entre 0 et 1. Considérons My = AA + (1 — A\)B. Ses
coefficients vérifient

terme 7,7 de My = Aa; ; + (1 — A\)b;; € [0,1]

Donc My € Y, ce qui prouve que ), est convexe.

4. Comme la colonne propre X est non nulle, il existe un indice 7 tel que 0 < |z;] > |z;]
pour tous les autres j. On en déduit, en examinant la ligne 7 du produit M X :

n
el <3 [migl ;] < nlesl = A <n
EUS <
Si M est la matrice ne contenant que des 1 et X la colonne ne contenant que des 1,
on a MX =nX. Il est donc possible d’obtenir des valeurs propres de module n.

5. a. Parmi les 16 matrices d’ordre 2 formées de 0 et de 1, on liste d’abord celles qui ne
contiennent ni ligne ni colonne nulle en considérant les premiéres lignes possibles
(ilyenas3):

o) G 6 G 6 o) G)

Cette création est mise a disposition selon le Contrat
Paternité-Partage des Conditions Initiales & 1'Identique 2.0 France
disponible en ligne http://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/fr/

On élimine la derniére qui est de rang 1. Il en reste donc 6.

01 0 1 10 10
(o) =0 ) o n) =)

|
N
o
— =
~__

b. Elles engendrent les matrices élémentaires car
Ei1=E—-A Ei3=D—-1 FEy1;=C—1, Eyo=B—-A

Dans le cas général de I'ordre n. Si ¢ # j, la matrice I,, + E; ; est une matrice
d’opérations élémentaire donc dans X . Ceci montre que E; ; € Vect(X},). Pour
les E; ;, on utilise la matrice D avec des 1 sur la « mauvaise » diagonale (d; ; =
On—j+1,) car D + E; ; est encore inversible. On engendre ainsi tous les E; ; sauf
E, p lorsque n = 2p + 1. On pourra également ’obtenir comme combinaison mais
avec plus de deux matrices. La propriété reste donc vraie a 'ordre n. Par exemple

0 0 0 100 1 01
0 1 0)=D+2I-{0 1 0)]—(0 1 O
0 0 O 1 01 0 0 1

Le raisonnement est sans doute plus clair avec les matrices de permutations qui
sont des éléments de Vect(X)).

Pour n’importe quel couple (i, j), il existe des permutations o telles que o(j) # 1.
Le terme 4,5 de P, est alors nul. La matrice P’ = E;; + P, est inversible car
son déterminant est £(o). En effet o est la seule permutation qui contribue au
déterminant & cause de la contrainte imposée par les n — 1 colonnes (autres que
la j-éme) qui ne contiennent qu’un seul terme non nul. De plus P’ Vect(X)) car
elle ne contient que des 0 et des 1 don :

Eij =P - P, € Vect(X,’L)

IT. Maximisation du déterminant

1. Comme X,, est fini, ’ensemble des déterminants I’est aussi donc il admet un plus grand
élément.
L’ensemble ), est infini donc on ne peut affirmer que I’ensemble des déterminants soit
fini. En revanche, on sait d’aprés 1.2. qu’il est majoré. Comme toute partie de R non
vide et majorée il admet une borne supérieure y,,.
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2.

4.

Le nombre y,,4+1 est un majorant de {det(M), M € Y, }. En effet, pour toute M € ),
on peut former une matrice M’ € ), 41 de méme déterminant en la bordant par des 0
avec seulement un 1 en position 1,1. Comme y,, est le plus petit des majorants, on en
déduit ¥, < ynta-

. Notons X1, --, X, les colonnes de la base canoniques des matrices colonnes et C la

colonne qui ne contient que des 1. On peut alors écrire
Ci(J) =C - X,

Développons le déterminant de M par multilinéarité par rapport aux colonnes. Seuls
contribuent les distributions ot C' figure au plus une fois. On en déduit

det(M) = (1) det(I) + (=1)" "> " det(Xy, -+, X;1,C, Xji1,--+ , Xn)
j=1

=(=1)""(n-1)

Ces matrices montrent que la suite des y,, diverge vers +oo pour les n impairs. Pour
les n pairs, il suffit de modifier la matrice en permutant deux lignes ou colonnes.

a. On suppose n;, j, € |0,1[, considérons le développement du déterminant selon la
colonne jo. Dans ce développement, le coefficient n;, j, intervient seulement dans
le terme

Nio,jo Cio ,Jo

ou Cj, j, désigne le cofacteur. Si ce cofacteur est positif ou nul, en remplacant
Niy,jo Par 1, on augmente le déterminant. Si le cofacteur est strictement négatif,
en remplacant cette fois n;, j, par 0 on 'augmente aussi. On peut donc former
une matrice N’ comme le demande 1’énoncé.

b. Pour une matrice M quelconque dans ), en procédant systématiquement comme
dans la question précédente, on peut remplacer tous les coefficients dans l'inter-
valle ouvert par des 0 ou des 1 et obtenir finalement une matrice M’ € X, telle
que det(M) < det(M’). On en déduit que x,, est un majorant de y, donc que
Ty = Yn-

Probléme 2

Le corrigé de mat6 est incomplet. Il manque la rédaction des questions « faciles ».
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I. Convexité

1
2
3.
4

. Montrons que e; est extrémal car le raisonnement sera le méme pour e; et es.

Supposons e; € [a,b] (c’est & dire combinaison convexe de a et b) avec a =
(a1,a2,a3) et b = (by,b2,b3) dans T donc tous les a;, b; entre 0 et 1. Il s’agit de
montrer que ey est aou b.

Chaque coordonnée de e; est combinaison convexe des coordonnées correspon-
dantes de a et b. Donc

1€ [a1,b1] = 1=0b; = b=-¢ car by + by + b3 = 1 avec les b; entre 0 et 1.

En fait on démontre aussi que a = e; avec 0 € [ag, b2] et 0 € [as, bs].

. La condition z; € T se traduit par un systéme de 4 inégalités car la somme des

coordonnées est, toujours 1.

OSTHESTL ) ¢ fax( 1), min(z, 1 - 21)
< te max(—xy,r2 — 1), min(xe, 1 —
0<wy_t<1 1,22 2 1

&t € [—min(xy, 1 — z2), min(zg, 1 — )]

Posons p = min(z1,1 — 9, 22,1 — 1) = min(x9, 1 — 1) avec les hypotheéses.
Alors 0 < t < p entraine z; et x_; dans 7 et différents de z. Or

1 1
Tr = ixt + ix_t € ]xt,x_t[

ce qui signifie que = n’est pas un point extrémal.

. Siz n’est pas un des e;, au moins une de ses coordonnées est dans |0, 1] . II doit en

exister une autre car la somme vaut 1. On se retrouve dans une situation analogue
au a. ce qui entraine que z n’est pas extrémal. Le seuls points extrémaux sont
donc les e;.

I1. Matrices bistochastiques

1.
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2. a. a. On vérifie les propriétés assurant que £ est un sous-espace et que ¢ est linéaire.

b. b. On veut montrer que ® est injective. Soit M € £ dans ker ®. Le bloc (n—1)x(n—1)
en haut & gauche de M est nul. Comme pour les n — 1 premiéres lignes, la somme

3. Opérations sur les matrices bistochastiques.
des termes est nulle, on obtient que les n — 1 premiers termes de la colonne n sont

a nuls. Le dernier terme de cette colonne est aussi nul car la somme est nulle. On
b. raisonne de méme avec les n — 1 premiéres colonnes et on obtient que les n — 1
c. premiers termes de la derniére ligne sont nuls. Ainsi M est la matrice nulle, ce
d. qui assure 'injectivité de ®.

c. On veut montrer que ® est surjective. Soit A € M, _1 quelconque. On veut
trouver M € E tel que ®(M) = A.
Par définition, de @, le bloc en haut & gauche de M doit étre A :

4. On veut montrer qu'une matrice de permutation est un point extrémal de ’ensemble
des matrices bistochastiques.

Montrons d’abord que la matrice identité (qui est une matrice de permutation parti-

culiére) est extrémale. Supposons I € [A, B] avec A et B bistochastiques et (i, §) € [1n — 112, S

= — <t<l1. .

I'=tA+(1-t)Bavec0<t< Il reste & définir my,, - , My_1n, M1, s Mpn_1 €6 Myp.

On veut montrer que I est A ou B. Logiquement, cela revient 4 montrer On définit les premiéres valeurs avec les premiéres lignes et colonnes

n—1 n—1
B#I=A=1 Yk e [1,n—1], mkn:fZaM, mnk:fZaik.
Supposons B # I. Il existe 4 tel que b;; < 1. Pour simplifier, on supposera b1; < 1. =1 =1
Comme 1 (terme 11 de I) est entre aq; et b1y et que a1 est entre 0 et 1, on a a;; = 1. On peut définir m,,, avec la derniére ligne :
La somme des termes de la premiére ligne ou de la premiére colonne de A vaut 1, donc

a1 = 1 est le seul terme non nul de cette ligne et de cette colonne. n-l
Il s’agit de montrer que ¢t = 1. Pour cela considérons le terme 11 de 1’égalité matricielle Mpn = — Z Qi

i=1

t<1 S tay + (1 —t)byy =t+ (1— )by <t <1 Mais il faut alors vérifier que la somme des termes de la derniére colonne est bien
b1 <1 nulle.
en contradiction avec le fait que ce terme est égal au terme 11 de I c’est & dire 1. On n n nol nol/n
en déduitt =1et A=1. kaniz *Zaki :*Z ar; | =0=>M € €&.
k=1 k=1 i=1 i=1 \k=1

Il reste & montrer que n’importe quelle matrice de permutation P, est extrémale.
Soit P, € [A, B] avec A et B extrémales. On peut tout multiplier par la matrice de =0
permutation inverse P,-:. Donc I € [A’, B’] avec A’ = P,-1 A et B' = P,-1 B. Les

. . . . . . o . 2
matrices A’ et B’ sont bistochastiques comme produits de matrices bistochastiques d. Comme @ est un isomorphisme, il conserve la dimension donc dim(€) = (n —1).

(IL.3.b). Comme I est extrémale, elle est égale & A’ ou B’. Par exemple 6. a. Soit B bistochastique avec 2n coefficients non nuls. Il existe donc 2n couples (i, j)
tels que b;; # 0. Notons V le sous-espace vectoriel engendré par les matrices
I=A"=P,.1A= P, = A élémentaires E;; attachées & ces couples. Par définition dim V' = 2n. Donc :
5. Etude de € : matrices dont les sommes des termes par ligne et colonne sont nulles. dim €& 4+ dimV = (n — 1)? + 2n = n? + 1 > n? = dim M,,(R).
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On en déduit que €NV ne se réduit pas a la matrice nulle. Notons F une matrice
non nulle dans cette intersection et posons B; = B + tE. Les matrices B et By
coincident pour tous les couples d’indices sauf sur les 2n couples (i, j) pour lesquels
b;; > 0. Pour un tel couple, le terme 4, j de B; est b;;+t. Il existe donc un intervalle
ouvert contenant 0 assez petit pour que tous ces termes soient strictement positifs.
Comme B € & les sommes des termes des lignes et des colonnes sont les mémes
pour B et B; donc B, est bien bistochastique. On a alors

1 1
B = §Bt + 537t = B S ]Btht[

Ce qui entraine que B n’est pas extrémale.

b. Soit B bistochastique avec au plus 2n — 1 coefficients non nuls. Il existe donc une
colonne j contenant au plus un coefficient b;; # 0. Comme la somme des termes
de la colonne j est 1, on a b;; = 1. La somme des termes de la ligne ¢ vaut 1 donc
tous les autres b;; sont nuls.

7. Pour montrer que toute matrice bistochastique extrémale est une matrice de permuta-
tion, on raisonne par récurrence sur la taille n des matrices. On a vu que la propriété
est vraie pour n = 2.

Considérons une matrice n x n bistochastique extrémale. D’aprés 6.a. elle admet au
plus 2n — 1 coefficients non nuls et d’aprés 6.b. il existe un couple (i, ) tel que b;; =1
soit le seule terme non nulde la ligne ¢ et de la colonne j.

Notons B’ la matrice extraite obtenue a partir de B en supprimant la ligne i et la
colonne j. Par construction, elle est toujours bistochastique et extrémale mais de taille
(n—1)x (n—1). D’aprés ’hypothése de récurrence, B’ est une matrice de permutation.
Donc B’ admet un seul terme égal & 1 par ligne et par colonne. La matrice compléte
B vérifie aussi cette propriété donc c’est une matrice de permutation.

ITI. Majorisation
1. Par définition de Sy,

XeSy ©3pe6,tq X =PY &3pe6, tqX = PP, 1 P,Y
——

quocr

54 E|¢I €6, tq X = P¢/PUY s X e Spgy.

On en déduit Sy = Spay donc Cy = Opay.
Si X est une combinaison convexe de P,Y, alors Py X est aussi une combinaison convexe
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de permutés de Y car pour chaque o, PyP,Y = P,Y avec ¢ = 6 oo. On en déduit
Xely & PBXely= Cpoy.

2. 1l s’agit simplement de la définition de C'y comme ensemble des combinaisons com-
plexes des permutés de Y. Pour chaque permutation o, 7(o) est le coefficient du P,Y
dans la combinaison. Par linéarité, posons

B= Z (o) Py.

ceS,

Quels sont les o qui contribuent au terme b;; 7 Uniquement ceux tels que o(j) = i. On

en déduit
bij == Z 7T(O').
otqo(j)=i
3. D’aprés la question 1., on ne change pas une relation X € Cy en multipliant X et

Y par des matrices de permutations. On peut permuter les coefficients de X et de Y
pour les ranger par ordre décroissant.

4. a. On suppose X = BY avec B bistochastique. Pour tout j € [1,n — 1],

J J n n J
Zxk = Z Zb;ﬂyl Z <Z bkz) Yi = Zciyi avec ¢; = Z bii-
i=1 k=1

k=1 k=11i=1 i=1

Avec les notations de I’énoncé,
j n
E = CrYr avec Cg

J
=> b
=1

Les ¢, sont positifs car B est positive et ¢, = 25:1 bir < Y.y by, = 1. De plus,

ZCk—Zme—ZZbk—J

k=1 i=1 i=1 k=1
——
=1

b. La relation que 1’énoncé nous conseille de considérer est vraie car la parenthése
& droite du y; est nulle & cause la question précédente ZZ=1 ¢k = j. Suivons le
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conseil.
J J n n 7
Soa=> we=> vty <— <ch> +j> > uk
k=1 k=1 k k=1 k=1

1
(yj — k) = kZ:l(Ck — D —y)+ Y cklye—v;) <0

<0 >0 k=j+1

n J
= olye —y;) +
k=1 =

k

—

Ceci étant valable pour tous les j, on a bien X < Y.

c. On a vu en question 2 que X € Cy entraine qu’il existe B bistochastique telle
que X = BY. La question précédente entraine X < Y.

5. a. Si X et Y sont deux colonnes égales sauf pour un seul indice, ils ne peuvent avoir
la méme somme de termes. Ici, la somme des termes de X et Y sont égales &
1 donc X # Y entrainent qu’au moins deux des coefficients sont distincts donc
p=2.
b. Par définition i et j sont le plus petit et le plus grand des k tels que ay # by donc
1 < j car il existe au moins deux de ces k.
Sii=1alors 1 <y; donc x; < ;. Sii>1,0na
k<i=x= Yk

=z, <y =>x <y; car x; .
$1++$1§y1++y1} 2 Yi 1 Yi z#yz

De l'autre coté,

1+ i1 <Y1+ Y-

Syt tyn <t ta

= yj <ajcar k> j = =yp =y < car ; # y;.
En utilisant la décroissance des z et des y, il vient
yj<xj§xi<yi.

c. Comme z; est entre y; et y;, on peut I’écrire comme une combinaison convexe.

v =My + (1= Ny; & A= =% c10,1].
Yi —Yj
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On pose By = M, + (1 — A\)Pj) et Y = B,Y.
Les coefficients de Y’ sont égaux a ceux de Y sauf pour les indices i et j :

vi =My + (L= Nyj, yj = Ayj + (1= Ny

Avec y; = x; par choix du A et

A

Vi =y + My —vi)) =vi —xi+y; = v —yi +y; —y; = 0.

Cette derniére relation servira plus loin Examinons les sommes partielles en sup-

posant ¢ < j :
l l l
l<is Y= Ym Yo
k=1 k=1 k=1

Pour la somme jusqu’a ¢ utilisons que y} = z; :

i i1 i—1 i1 i
D= Uk tUi =Y yk+wi =Y aptmi= Y T
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Pour les sommes jusqu’a j — 1 l'inégalité est valable car les nouveaux yj sont
égaux au yy. Examinons la somme jusqu’a j.

J J J J
SU= kT vty -y = Uk = Y Tk
k=1 k=1 " k=1 k=1
=0
On a bien vérifié que X < Y’ le nombre de k tels que xj # v, est strictement
plus petit que p a cause de y; = x;.

6. On peut proposer une démonstration algorithmique de 'implication X <Y = X € Cy
en utilisant la question précédente. Il existe des matrices bistochastiques By, Ba, - - -
et des colonnes Y7 = B1Y, Y5 = ByY; telles X < Y, tant que X # Y. Le nombre
d’indices distincts décroit strictement donc il existe un k tel que

X=Y,=ByBp_1--BY

avec B = By B_1 - -+ By bistochastique (produit de matrices bistochastiques) donc
X eCy.
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