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Partie 1. Questions de cours

1. Questions de rangs.

a. Par linéarité de «; :
ai(x) = aj(xzrer + -+ xpen) = zra(er) + -+ xpai(en) = 1o + -+ Tpin.

b. Dans la base (1) de R, la coordonnée de «;(e;) est a;(e;) donc

Matg(l) = (ail () Oéin) = Ll(A)
c. Le rang des lignes de A est le rang de la famille de vecteurs (L1(A),- -, Ly (4))
dans ’espace Maty,, (R) des matrices lignes( avec n colonnes).
Le rang des colonnes est le rang de la famille de vecteurs (Ci(A),---,Cp(A4))

dans 'espace Mat,,1(R) des matrices colonnes (avec m lignes).

Par définition le rang d’une matrice est le rang des colonnes.

Pour une matrice A fixée, le rang des lignes est égal au rang des colonnes. Cette
propriété vient de ce que une matrice et sa transposée ont le méme rang ce qui se
démontre en utilisant que le rang de A est r si et seulement si A est équivalente
a la matrice particuliére J,(m,n).

2. Dimension de S.

a. D’apres le théoréme de la base incompléte, comme (v, - - - , @y, ) est libre, on peut
compléter la famille en une base (ay,- -+, a,) de (R™)*.

b. Notons p; I’application « j-€éme composante » proposée par I’énoncé.
Alors p; € (R™)* est une combinaison linéaire des oy, donc

Vie[l,n], ze€S=ai(z)=-=ap(z) =0=pj(z)=2; =0

donc z = (0,---,0).

c. Les applications ® et ¥ sont linéaires avec

ker® =keray; N---Nkera,,, ker¥ =kerajN---Nkera,, =S85.

D’aprés b., ® est injective donc bijective car c¢’est un endomorphisme. La surjec-
tivité de ® entraine celle de ¥. On en déduit dim S = n — m d’apreés le théoréme
du rang.

3. Solutions
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a. Par définition S (calligraphique) est I’ensemble des solutions du systéme avec le
second membre b alors que S (imprimerie) est ’ensemble des solutions du systéme
homogene (second membre nul). Comme b est non nul ces ensembles de solutions
sont disjoints. En particulier z € St entraine x non nul donc , par linéarité,

Y(z)= a1 x +--F ¢ xy >0
N~ N~
>0 >0 >0 >0

car un des z; est strictement positif.
b. Soit g € S. Alors AMate(zg) = b, donc, pour tout z € R™,

r €S < AMate(z) = b < AMate(x) = AMate(xo)
< AMatc(x — x9) = Opq,,,(r) & T — 29 € S.

c. Soit z = (z1, -+ ,8,) et y = (y1,-- ,yn) dans ST et X € [0,1]. Notons z =
(21, y2n) = Az + (1 — A)y. On doit montrer que z € ST c’est a dire z € S et
Vje[l,n], z; > 0.

Introduisons une solution particuliére zo € S™.

Ju, € S tqx = x0 + Uy XA
= z=a0+ My + (1 - Nuy €.
Ju, € Stqy=x0+u, x1-—-2X —_—
es
Viel[l,n], zj=_X x; +(1—-X) y; >0.
N ——
20 >p >0 >0

4. Changement de base et matrice extraite.
Soit J C [1,n] telle que B = (v;, j € J) soit une base de M,,,1(R) et Ay = Ap pys €
M, (R) la matrice extraite & partir de A en ne considérant que les colonnes dont les
indices sont dans J..

a. Maty(vg) = v car X est la base canonique de M,,1(R). On en déduit que
chaque colonne de A; est la matrice des coordonnées de I'un des vecteurs de la
base B = (vj,j € J) :

Ay = Pyp matrice de passage de X dans B = A inversible.

b. D’aprés la formule de changement de base pour la matrice d’un vecteur :

Matg(vi) = Matxyp(Id) Maty (vy) = Pex Maty (vg) = Ay .
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Partie 2. Etude locale
Rappelons que dans cette partie z € ST et u € U. et les notations :
JT(z)={j €[1,n] tq z; > 0}, nT(z) = Card(J " (2))
J7(z2) ={j €[1,n] tq z; <0}, n”(z) = Card
J(z)={je[l,n] tqz 0} =J (2) UJ (2)
n(z) = Card(J(z)) = nt(2) + n~ (2).

Vz=(21,"-,2n) € R", )
)
1. Avec ces notations :

Uj>0

= mT(z,u) >0,
Zj Z 0

JT(u) #0=Vje Jt(u), {

|U,j|>0

=m (z,u) >0
ijO

J (u) £0=Vj e J (u), {
On caractérise logiquement la stricte positivité

mt(z,u) >0 Vje J(u),(x; >0et u; >0)
e Vje[L,n]n, (u; >0=1z; >0) < JH(u) C JT(z) = J(z).

Le raisonnement est analogue avec J~ (u) et |u,].

2. Comme z est solution de I’équation avec le second membre b et Au solution de ’équation
homogéne, = + \u € S est solution de ’équation avec le second membre b.

3. Cette question porte sur la caractérisation des A réels tels que toutes les composantes
de x + Au soient positives ou nulles.

a. Comme z € ST, seuls les j tels que u; # 0 importent. Supposons d’abord J* (u)
et J~(u) non vides.

VJ € J+(u),$j +)\’LLJ 2 0

T+ €St & Vje J(u), z;+ uj >0 o
VjeJ (u),z; — Auj| >0

—A<mT(x,u)

A<m (z,u)

U

VieJtw), -r<Z
@ {

Vi e J (u),
s e [-mt(z,u),m™ (z,u)].
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Si JT(u) est vide, il n’y a plus de conditions attachées aux j € J*(u) donc
plus de minoration de A et la condition devient A € |—oo, m™ (x, u)]. De méme si
J~(u) = 0, la condition devient A € [-m™ (z,u), +o0|.
b. D’apreés la question précédente,
minI(z,u) =0 < (3j€[l,m] tqu; >0etz; =0),
maxI(z,u) =0 < (3je[l,m]tqu; <0etz; =0)
Comme (u; > 0 ou u; < 0) < u; # 0, ceci montre bien que

(min I(z,u) = 0 ou maxI(z,u) =0) < 3j € [I,m] tq (u; #0et x; =0).

Partie 3. Noyau et relations entre colonnes

. Chaque solution v = (uy,- - ,u,) de I'équation homogéne correspond a une rela-
tion entre les colonnes v;. En effet
(VA1 0 0
veSe Al =[] uCi(A)+ - +u,Ch(A)=|:
Up, 0 0
S uvr + -+ UnUn = On,, (v) & Z ujVj = Opd,,, (R)
JjeJ(u)

car seuls les j € J(u) (tels que u; # 0) contribuent a la somme. Les u; avec
J € J(u) sont tous non nuls donc & fortiori non tous nuls donc (v;,j € J(u)) est
liée.

b. Soit J une partie de [1, n] telle que (v;,,j € J) liée. Il existe une relation entre les
v; c’est & dire des réels u; pour j € J non tous nuls tels que » -, ; u;v; = Opq,,, (R)-
Pour tous les k € [[1,n] \ J, on pose ux =0 et uw = (u1,- -+ ,u,). On a bien

J(u) C J et Z u;vj; = Opq,,, (r) & U ES.
je[t,n]

2. Caractérisation de extrémalité
a. Formons la négation logique du résultat de 2.3.b

(min I(xz,u) = 0 ou max I(z,u) =0) FAUX
< (Fje[l,n] tq (u; #0et z; =0)) FAUX
<Vjie[l,n], (uj=00uz; #0)=Vje[ln], (z; =0=u; =0)

o J(x) C J(u).
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b. Soit 2z € S*. Par définition d’une solution acceptable extrémale et en utilisant le b. Par définition de u de la question précédente, J(u) C J(z) donc J*(u) C J(x) et
résultat de la question précédente, J~(u) C J(x) ce qui entraine m™* (z,u) > 0 et m™ (z,u) > 0 d’apres 2.1.
Considérons les extrémités de I(x,u) :
2 non extrémale
< Ju € S non nul tel que (minI(z,u) =0 ou maxI(x,u) =0) FAUX x—m*(r,u)ue ST, (@ —mT(r,u)u) =y(x) —m*(z,u)y(u),
o (76 € TW) FAUX & J(u) € J(e). re e S, (e ) =)+ m (o)1),
La décomposition de u dans la base canonique est u = Zjej(u) uje; car les autres Si y(u) = 0, les deux valeurs de 7 sont égales y(x). Sinon, une des deux est
composantes sont nulles. On en déduit strictement inférieure. Il en existe donc toujours au moins une (notée y) telle que
: 1(y) < v(@).
J(u) C J(x) & u e Vect(e;,j € J(x)). Par construction, J(y) C J(x). De plus, par définition des m™ et m~ avec les
Donc z non extrémale si et seulement si S N Vect(e;,j € J(x)) # {Ogn }. inégalités, il existe j € J(x) tel que y; = 0. . )
Toute solution non nulle v = (uy,--- ,u,) € S correspond & une relation linéaire On a bien construit un y € S* avec v(y) < y(z) et J(y) strictement inclus dans
entre les v; pour j € J(u). On en déduit (v;, j € J(u)) liée. Toute famille la J ().
contenant est aussi liée ; en particulier (v, j € J(z)) si J(u) C J(x). 2. D’un extréme & autre.
Réciproquement, si (v;, j € J(z)) est liée, il existe une relation linéaire entre Ici z € ST est extrémal avec
ses vecteurs donc une famille de réels (u;,j € J(x)) non tous nuls tels que
> jea() Wi = Om,, (®)- Pour tous les autres k € [1,n], on pose uj, = 0 ce J(z) C Jet B=(v;,j €J) base de M,,1(R).
qui définit un vecteur v non nul dans S tel que J(u) C J(x).
c. Conséquence immeédiate de la question précédente car « non liée » signifie « libre ». Soit k € [1,n], k ¢ J.

x extrémale < (vj;,j € J(x)) libre.

3. Soit z € S*. D’aprés la question précédente, (vj,j € J(z)) est libre. Comme on veut

compléter cette famille par des vecteurs particuliers, on ne peut pas utiliser directement
le théoréme de la base incompléte. Adaptons sa démonstration.
Considérons les parties J telles que J(z) C J C [1,n] et (vj,j € J) libre. Il en existe,
par exemple J(z) elle méme. Elle ont toutes moins de m éléments qui est la dimension
de I’espace. Considérons en une J dont le nombre d’éléments est le plus grand possible.
Pour tous les k ¢ J, la famille obtenue en adjoignant vy, sera liée. Comme (v;, j € J(x))
est libre, vy sera une combinaison linéaire des v; qui engendreront donc tout Iespace.
La famille B = (vj,j € J(x)) est une base.

Partie 4. Algorithme du simplexe

1. a.

On suppose que z est une solution non extrémale donc (vj,j € J(x)) est lice. Il
existe un j € J(x) tel que v; soit combinaison linéaire des vy avec k € J(z) et
k # j. Cela s’écrit comme une relation entre les v, pour k € J(z) ce qui définit
un v € S non nul avec u; = 1.
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a. Le principe est analogue & celui de la question précédente. Comme B est une
base, on peut décomposer vy dans cette base ce qui conduit & une relation entre
les vecteurs La famille obtenue en adjoignant v & B. Cette relation conduit & un
u € S non nul avec uy =1 et J(u) C JU{k}.

L’expression des u; comme une somme traduit I’expression (obtenue en 1.4.b) des
coordonnées de v dans la B.

b. On a déja vu par construction que J(u) C J U {k}. De uy = 1, on déduit k €
JT(u) # 0. De z = 0, on déduit m™(u) = 0.
Comme k ¢ J~(u), on a J~ (u) C J(x) donc m~(x) > 0. On le note 6.

c. On pose y = = 4 Gu qui est une solution acceptable d’aprés la partie 2. avec une
composante nulle d’indice dans J(x).
Il existe jo € J~ (u) tel que y;, = 0 avec 6 = m ™ (x,u) = —iJT‘; Remarquons que
uj, < 0 est forcément non nul dans ce procédé.
De plus, J(y) C J’ ou J’ est obtenue a partir de J en remplacant jy par k.
On montre que y est extrémale en prouvant que B’ = (v;,j € J') est une base
c’est & dire qu’elle est libre car elle contient m vecteurs.
A partir d’une combinaison nulle des vecteurs de B, on forme une combinaison
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nulle des vecteurs de B

> N Ao =0

iy
J€I\{jo} N Z (A + M) v + Apujovj, = 0
v = z UV + Ujo Vg j€J\{jo}
j€J\{jo}

Comme B est libre, tous les coeflicients sont nuls en particulier Ayu;, = 0 avec
uj, < 0 donc A = 0. En réinjectant dans la premiére combinaison, on tire

Z )\j’l)j =0
Jj€I\{jo}

ce qui entraine que tous les A; sont nuls car (v;,j € J\ {jo}) est libre.
3. Variation du cott. Avec les conditions et notations de la question précédente, par
linéarité
V(@) =(y) = v(@) = v(z + bu) = —b(w).
Ceci montre y(y) < y(z) < v(u) < 0 car § > 0.

4. Optimalité. On garde les conditions et notations de la question 3.
Pour chaque k ¢ J, comme le v € S dépend de k, on le note s.

a. On sait que Card(J) = m car B est une base. Donc Card(J) = n —m qui est la
dimension de S. Montrons que (si, k € J) est libre.
Considérons une combinaison nulle :

Z )\kSk = ORH.
keJ

Fixons un ! ¢ J et considérons la composante d’indice [ des s, € R™. Par définition
de sg, elle est nulle sauf si £k = [. On en déduit A\; = 0 pour tous les [ donc la
famille est libre. Avec le méme raisonnement, on obtient

u = E Uk Sk -

keJ

Yu = (u, - ,u,) €9,

b. On suppose ici que tous les s;, vérifient v(sz) > 0 pour k € J.
Considérons un y quelconque dans S*. Attention, on sort des notations précé-
dentes ol y était extrémale et associée & un si particulier.
Notons y = (y1,- -+ ,yn) et u =1y — .
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Alors u € S car y et x sont des solutions de 1’équation avec second membre b.
De plus ux = yi > 0 car z = 0 a cause de J(z) C J. Décomposons u dans la
base de la question précédente

U= s = v(u) = sp)>0cary e ST.
Zykk ~(u) Zyk v(sk) > y
keJ keJ >0 >0

On en déduit que y(z) = v(y) —v(u) < v(y) pour toutes les solutions acceptables
y. Donc x est une solution optimale c’est & dire dont la valeur de v est la plus
petite possible parmi les solutions acceptables.

5. Le probléme posé admet une solution acceptable zy. Le principe de l'algorithme du

simplexe pour trouver une solution optimale est le suivant.
— Initialisation : x «+ xq
— Tant que (vj,j € J(x)) liée :

x < y avec y défini par le procédé de 4.1.
— Commentaire. = désigne une solution acceptable extrémale avec J comme en 4.2.
~ Tant qu'’il existe k € J tel que v(si) > 0.

x « y avec y défini par le procédé de 4.2 pour k tel que v(u) = y(sg) > 0.
— Commentaire. x désigne une solution optimale.
Pour la premiére boucle.Un invariant est y(z) < y(xg) et n(x) est une fonction de
terminaison.
Quand on est sorti de la boucle la famille est libre donc x est extrémale.
Pour la deuxiéme boucle, v(x) décroit strictement & chaque passage mais comme sa
valeur n’est pas forcément entiére, cela ne constitue pas une fonction de terminaison.
On raisonne avec les parties J(x) de [1,n]. Comme ~(x) décroit strictement, on ne
passe jamais deux fois par la méme partie. On va sortir de cette boucle car ’ensemble
de ces parties est fini.
Pour le = obtenu a la sortie, tous les s vérifient v(s;) < 0 donc x est optimal.
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