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Enoncé

On définit une suite (u,), .y par les relations suivantes

Ugp = U
Vn € N: " "
Uon+1 = 1 — Up

Ug = 07
On utilisera dans cet exercice iquo(u,2) et u mod(2) qui renvoient respectivement
le quotient et le reste de la division euclidienne d’un entier u par 2.

1. a. Quel est 'ensemble des valeurs de la suite (un), oy ?

b. Former un algorithme (diagramme ou langage usuel) permettant de rem-
plir un tableau indexé de 0 a un entier n avec ug, U1, -+ , Up.

c. Définir en langage Maple une procédure suite prenant comme para-
metre une variable entiere n et renvoyant un tableau indexé de 0 & n et
contenant les valeurs ug, - - - Uy,.

2. a. Former un algorithme (diagramme ou langage usuel) permettant de cal-
culer le nombre de 1 dans le développement binaire d’un entier x. Ce
nombre est noté s(x).

b. Définir en langage Maple une procédure nbd1 prenant comme parametre
une variable entiere x et renvoyant le nombre de 1 dans le développement
binaire de x.

3. Comment peut-on vérifier que s(n) = u, mod 2 (une syntaxe précise est
demandée). Démontrer que ce résultat est valable pour tous les entiers.
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Corrigé

1. a. La suite ne prend que les valeurs 0 et 1.

b. Algorithme de calcul des valeurs de la suite en langage usuel.
La variable n désigne un entier naturel donné. La variable i désigne un
entier naturel
— Assigner a une variable U un tableau vide indexé de 0 a n.
— Assigner a A[0] la valeur O.
— Pouridelan
— Siiestpair: A[il<-- A[i/2]
— Sii est impair : A[i]<-- 1-A[(i-1)/2]
c. Implémentation Maple de ’algorithme présenté au dessus dans une pro-
cédure

suite := proc(n)
local i,U;
U:= array(0..n);
U[o] := 0;
for i from 1 to n do
if i mod 2 = 0 then U[i]
if i mod 2 = 1 then U[il
od;
return(eval (U));
end proc:

U[i/2] fi;
1-UL(i-1)/2] fi;

2. a. On modifie 'algorithme de cours pour développer un entier dans une
base donnée. Les restes sont additionnés dans une variable au lieu d’étre
stockés dans une liste ou un tableau.

x est une variable désignant I’entier donné.

s est une variable entiere qui sert a compter les 1 .
r est une variable entiere.

- s <=0

tant que x > O faire :

— s <- s + reste de la division de x par 2

— x <= quotient de la division de x par 2

b. Implémentation Maple de la procédure :

nbdl := proc(x)
local x1,s;
x1l :=x;
s:= 0;
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while x1 >0 do
s:= s + (x1 \mod 2);
x1l := iquo(x1,2);
od;
return s;
end proc:

3. On peut vérifier que u,, est congru a s(z) en appelant les procédures pour
un certain nombre de x. Remarquer le crochet apres la parenthese pour la
procédure qui renvoie un tableau.

for n from 1 to 50 do
(nbd1(n) \mod 2) - suite(n)[n];
od;

L’exécution de ce code ne renvoie que des 0.

Pour démontrer que la congruence est valable pour tous les n, considérons
la suite (ey,), ¢y formée par les restes modulo 2 des s(n). On va montrer que
en = Uy, en vérifiant que (en)nEN satisfait aux mémes relations de récurrence
que (U’n)nEN'

En effet, eg = 0 car le développement de 0 ne contient que 0.

Considérons un entier n et son développement binaire bipbg_1---b1by. On
peut écrire les développements suivants

pour 2n : bibg_1 - - - b1bg0
pour 2n + 1 : bgbg_1---b1bgl

Dans le cas de 2n, le nombre de 1 ne change pas et es, = e,. Dans le cas
de 2n + 1, le nombre de 1 est incrémenté de 1 donc change de parité et
ean+1 = 1 — e,. Les suites sont donc égales.

Cette création est mise a disposition selon le Contrat 2 Rémy Nicolai Adevbinl
Paternité-Pas d’utilisations commerciale-Partage des Conditions Initiales & I’'Identique 2.0 France
disponible en ligne http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/2.0/fr/



